Problema 1. Se considera un triangulo equildtero de lado 1 y centro O, como el de la figura.

A

B C

Un rayo parte de O y se refleja en los tres lados, AB, AC y BC, (en el orden dado), hasta
alcanzar el vértice A.

Determina la longitud minima del recorrido del rayo.
Nota: Cuando el rayo se refleja en un lado, los dngulos de entrada (incidencia) y salida (re-

flexion) coinciden.

Solucion. Como el rayo se refleja en los lados indicados, basta con desarrollar el camino recorrido
por el rayo, para ello desdoblamos el tridngulo segin la siguiente figura.

A

Esta figura nos indica que existe un tnico camino para ir del punto O al punto A reflejandose
en los lados del triangulo en el orden indicado. Para calcular la distancia recorrida por el rayo,
basta considerar el tridngulo APO’; es un triangulo rectangulo del que tenemos que calcular la
hipotenusa AO’. Sabemos que O'P es igual a % La distancia PAes 14+ 1+ % = % de la altura

h = @ del triangulo. En este caso tenemos:

2
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Por lo tanto la distancia AQ’ es: 5 =%

Problema 2. Calcula las soluciones reales de la ecuacion:

VIT— X + VX =5.



Solucidn. Si llamamos a = v/97 — z y b = Y/, se verifica:

a+b=>5
a* +bv* =97

Para resolver este sistema procedemos como sigue:
25 = (a4 b)* = a* + 2ab + b?
y de aquf se tiene a? + b? = 25 — 2ab. Por otro lado
625 = (a +b)* = a* + b* + dab(a® + b*) + 6a*b* = 97 + 100ab — 2a°b*,

y de aqui se tiene a?b? — 50ab + 264 = 0. Entonces ab es una raiz de z? — 50z + 264 = 0; como
las raices son 44 y 6, estudiamos cada uno de estos casos.

a+b=>5
ab =44
22 — 5z + 44 = 0; ésta no tiene raices reales. Si ab = 6, entonces a y b son raices de la ecuacién
22 — 52 +6 = 0, que tiene las raices 3 y 2.

Si ab = 44, entonces a y b son las soluciones del sistema , luego de la ecuacién

Si b= 3, entonces x = 81, y si x = 2, entonces x = 16. Estas son las tnicas raices reales de la
ecuacion dada.

Solucion.[Alternativa] Si llamamos a = v/97 — x y b = {/z, se verifica:
a+b=>5
a* + bt =97

Utilizamos una variable temporal ¢ y escribimos a = g +1t, b= g — t. entonces se verifica:

5 e 4 5\ 2 5\*
97 =a"+0b <2+t) +(2 t) 4+ 5 t°+ 5
Simplificando resulta:

16t* + 600> — 151 =0

El valor de t es ﬂ:%. Se tiene entonces:

5 1
b=—-+-=3;
2+2 ’
5 1
b=-——-=2.
2 2
Entonces al igualar b = /z, resulta:
b=3= 2 =281,
b=2= 2 =16,

que son las tinicas dos soluciones reales de la ecuacién dada.

Problema 3. Dado el polinomio P(X) = X*+0X? +0X?+0X + 0, en el que cada
cuadrado representa un hueco donde se colocard un coeficiente, se plantea el siguiente juego
entre dos jugadores: Alternativamente, el primer y el sequndo jugador eligen un hueco vacio y
colocan en €l un entero no nulo hasta rellenar todos los cuatro huecos. Si el polinomio resultante
tiene al menos dos raices enteras gana el sequndo jugador, en otro caso el ganador es el primero.

Prueba que, eligiendo la estrategia adecuada, el primer jugador siempre puede ganar.
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Solucion.

Nota: El enunciado presenta cierta ambigiiedad: hay que distinguir si “dos raices enteras”
significa que éstas son distintas, o por el contrario pueden ser raices dobles.

El caso de dos raices distintas es sencillo; basta con la primera jugada para el primer jugador.
En el caso de raices dobles tiene que hacer uso también de la segunda jugada.

Una posible estrategia es:

(i) El primer jugador coloca un -1 en el lugar a4, quedando el polinomio en la forma:
X'+ 00X +0X*+0X -1
De esta forma el primer jugador fuerza a que las posibles raices enteras del polinomio sean 1y
—1.
(ii) El segundo jugador coloca a; # 0 en uno de los huecos.

(iii) El primer jugador coloca a; # 0 en uno de los huecos.
(iv) El segundo jugador coloca ay # 0 en el tinico hueco restante.

Observa que el polinomio tiene ahora la forma X4 + a; X3 4+ ;X2 + a3 X — 1 y que las posibles
raices enteras (distintas) de este polinomio son 1y -1, ya que el término independiente es —1.

Cuando 1 es una raiz se tiene 1 +a; +as + a3 — 1 =0, esto es, a; + as + a3 = 0, y cuando —1
es una raiz se tiene 1 —a; +as —az3 — 1 =0, esto es —a; +ay; —az = 0.

Sean cuales sean los valores de a1, a —2, as se tendra siempre 2a, = 0, lo que implica que a, = 0,
y esto no estd permitido por las reglas del juego. Por lo tanto el caso de dos raices distintas
estd resuelto.

En el caso en el que las dos raices sean iguales.

Si 1 es una raiz doble, entonces se verifica a; + as + a3 = 0y 4 + 3a; + 2as + a3 = 0, por lo
tanto se tiene:

a1+a2+a3:0
4+2a1—|—2a2:0

siendo a3 =44 a; y ap = —4 — 2a;4.

Si —1 es una raiz doble, entonces se verifica —a; +ay —az =0y 4 — 3a; + 2a5 — az = 0, por lo

tanto se tiene:
—a1 +as —az = 0
4 — 2@1 + 2@2 =0

siendo a3 = —4 +a, y as = —4 4 2a,.

Esta claro que si el segundo jugador hace a; = as, entonces el primer jugador puede colocar
a; = a; de forma que —4 —2ay # ay y —4+2ay # ay, de esta forma no habra dos raices enteras.

Por el contrario, si el primer jugador hace a; = a;, basta tomar ay de forma que ay # —4 — 2a,
y as # —4 + 2a,. El caso de a; = ag se hace de la misma forma.

Problema 4. Supongamos que tenemos un tablero con dieciséis casillas dispuestas en cuatro
filas y cuatro columnas.

(a) Prueba que se pueden colocar siete fichas, nunca dos en la misma casilla, de forma que al
eliminar dos filas y dos columnas cualesquiera, siempre quede alguna ficha sin eliminar.

(b) Prueba que si se colocan seis fichas, nunca dos en la misma casilla, siempre se puede eliminar
dos filas y dos columnas de forma que todas las fichas sean eliminadas.



Solucion. (a). Una solucién es:

(b). Si se tienen 6 fichas en el tablero, alguna columna tendra al menos dos fichas; eliminamos
esa columna.

Quedan, como maximo 4 fichas, y exactamente tres columnas. Por el mismo procedimiento
podemos ahora eliminar una columna de forma que nos queden. como maximo, dos fichas en el
tablero.

El tercer y cuarto paso consiste en eliminar dos filas de forma que no queden fichas en el tablero.

Problema 5. Se considera un tetraedro reqular como el de la figura. Si el punto E recorre la
arista AB. ;Cudndo el angulo CED es mdximo?

A

Solucion. Supongamos que el tetraedro tiene arista de longitud 1, sea « el angulo CED y z la
longitud del segmento AFE.

Si aplicamos el Teorema del coseno al triangulo AEC' tenemos:
EC? =2 4+1—2xc0s60° = 2?4+ 1 — x.

Por simetria se tiene que la longitud EC' es igual a la longitud ED. De nuevo por el Teorema
del coseno, ahora para el triangulo EC' D, se tiene

=@ —2+1)+(@*—2+1)—2(Va2 —x+1)*cosa
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1=2(z"—2+1)(1 — cos ).

Despejando se tiene:
1
cosoe =1 — ————. 1

22—z +1) (1)
Por ser la funcion cos decreciente en el primer cuadrante, par encontrar el valor maximo de «
tenemos que buscar el valor de = € [0, 1] que haga minima la funcién dada en (1), o equivalen-
temente que haga minimo el denominador 22 — x + 1. Es evidente que este minimo se alcanza

1

para T = 3.

La respuesta es: cuando el punto E es el punto medio del lado AB. Podemos calcular en este
caso el valor de «; se tiene: a = arccos %
Problema 6. Decimos que un conjunto E de nimeros naturales es especial cuando al tomar

dos elementos cualesquiera distintos a,b € E se tiene que (a — b)? divide al producto ab.
(a) Encuentra un conjunto especial formado por tres elementos.

(b) ¢ Existe un conjunto especial formado por cuatro nimeros naturales que estdn en progresion
aritmética?

Solucion. (a). Un conjunto especial de tres elementos es {2, 3,4}.
(b). Supongamos que {z,z + y,z + 2y, z + 3y} forman un conjunto especial.

Podemos suponer que = e y son primos relativos, pues si llamamos d = med{z,y} v d # 1,
tomando ' = z/d e y' = y/d tenemos un conjunto especial {z’, 2’ + ', 2’ + 2y, 2’ + 3y'} con 2’
e iy primos relativos.

Sean pues z e y primos relativos. Por ser el conjunto especial y? divide a z(z + y), y existe un
entero k tal que x(x +y) = y*k, por lo tanto z? = y*k — 2y = y(yk — x), lo que implica que
y = 1 al ser un divisor comun de x e y.

Asi pues el conjunto especial es de la forma {x,z + 1,2 + 2,2 + 3}. Al ser especial 4 es un
divisor de x(z +2) y de (z + 1)(z + 3), pero uno de ellos es un nimero impar, lo que es una
contradiccion. Por lo tanto la suposicién de que existe un conjunto especial formado por cuatro
términos en progresion aritmética es falsa.
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